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测量多阶磁梯度张量的磁传感器阵列

张   涛， 王新华， ZIA Ullah
(北京工业大学机械工程与应用电子技术学院，北京 100124)

摘　要: 为实现多阶磁梯度张量的准确测量，提出一种磁传感器阵列。阵列由 9个三轴磁传感器组成，在平面呈菱形

排列。根据张量对称性，提出一阶及二阶磁梯度张量计算方法。采用 Floater-Hormann有理插值完成测量盲点的修

正。根据磁偶极子原理建立仿真模型，研究阵列在地磁场和噪声背景下的一阶及二阶磁梯度张量测量精度。仿真结

果表明，提出阵列在磁梯度张量测量精度、完整性方面优于十字形阵列和六面体阵列。基于一阶和二阶磁梯度张量

的定位应用也可证明所提出阵列的有效性。
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A sensor array for multiple-order magnetic gradient tensor measurement
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(Department of Mechanical Engineering and Applied Electronics Technology,
Beijing University of Technology, Beijing 100124, China)

Abstract:  A magnetic sensor array was proposed to measure multiple-order magnetic gradient tensor (MGT)
accurately. The array was composed of 9 three-axis magnetic sensors and arranged in the form of diamond on
the  plane.  According  to  tensor  symmetry,  the  calculation  method  of  different-order  MGT  was  proposed.
Floater-Hormann  rational  interpolation  was  adopted  to  complete  blind  spot  amendment.  According  to
simulation model based on magnetic dipole theory, the effectiveness of first-order and second-order MGT was
researched under  geomagnetic  field and noise backgrounds.  The simulation results  showed that  the proposed
array outperforms cross and hexahedron array in terms of measurement precision and integrity. The application
of  magnetic  source  positioning  based  on  first-order  and  second-order  MGT  was  carried  out  to  illustrate  the
proposed array of effectiveness.
Keywords:  sensor  array;  first-order  magnetic  gradient  tensor;  second-order  magnetic  gradient  tensor;
geomagnetic field; interpolation; magnetic source positioning
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0    引　言

磁梯度张量由多阶磁场分量在不同方向上的空

间变化率组成，相比于单分量磁场和总磁场，磁梯

度张量包含丰富的磁场信息和诸多旋转不变量，被

广泛应用于无损检测[1-2]、磁偶极子源定位[3-4]、磁性

体几何参数反演[5] 等领域。

磁梯度张量测量阵列通过捷联于载体上的多个

磁传感器间接得到磁场梯度。一阶磁梯度张量是

在实际应用中最常用的测量量。陈海龙等[6] 采用两

个三轴磁场传感器测量磁场，根据张量缩并理论求

取磁梯度张量模量，并利用局部波数实现缺陷定

位。但该阵列结构需保持磁传感器移动速度恒

定，不具备实用性。于振涛等[7] 利用等边三角形阵

列，计算连续 3个测量点的磁梯度张量，实现运动

测量平面的磁偶极子源定位。但该阵列计算的磁梯

度张量方法繁琐，误差较大。YIN等[8] 利用十字形

阵列计算单位磁矩向量和单位距离向量，在此基础

上利用最小二乘法完成了磁性目标定位。LIU等[9]

采用多组并联的十字形阵列结构，利用磁梯度张量

各分量观测值与理论值差值的平方和作为目标优化

函数，利用粒子群优化算法完成目标车辆位置的反

演。万成彪等 [10] 通过十字形阵列计算磁梯度张量

矩阵特征值，进一步得到位置方向矢量，实现磁性

目标定位。NARA等 [11] 通过六面体阵列计算一阶

磁梯度张量实现电磁线圈定位。但是，在遇到强噪

声时，十字形阵列和六面体阵列会存在较大误差。

二阶磁梯度张量同样在定位中具有重要的应

用，SUI等[12] 利用安装在刻度盘上的单轴传感器和

泰勒级数测量二阶磁梯度张量，实现了最大误差为

0.8 cm的高精度定位。但是，此系统需要精确控制

传感器旋转角度，缺乏实用性。YIN等[13] 设计了十

字形的磁梯度张量系统，利用一阶张量间的差分获

得部分二阶磁梯度张量。但是，由于十字形阵列测

量的一阶磁梯度张量存在较大误差，此方法会进一

步扩大误差。此外，十字形阵列只能获取部分二阶

磁梯度张量，导致其应用场合有限。

鉴于此，本文提出一种磁传感器测量阵列，研

究了一阶及二阶磁梯度张量的计算方法。采用

Floater-Hormann有理插值完成盲点的修正，并通过

仿真验证了所提阵列能够完成高精度及完整的一阶

及二阶磁梯度张量测量。此外，磁源定位应用的结

果也表明所提阵列相比于其他阵列更加适合作为磁

梯度张量测量阵列。

1    磁梯度张量

磁感应强度 Bx, By，Bz 在 3个方向 x, y, z的变化

率为一阶磁梯度张量，其表达式[14] 为

G =



∂Bx

∂x
∂Bx

∂y
∂Bx

∂z
∂By

∂x
∂By

∂y
∂By

∂z
∂Bz
∂x

∂Bz
∂y

∂Bz
∂z


=


Bxx Bxy Bxz

Byx Byy Byz

Bzx Bzy Bzz

 (1)

在没有空间电流密度的观测区域，磁场的散度

和旋度都为 0，因此磁梯度张量分量具有对称性。

式 (1)可改写为

G =


Bxx Bxy Bzx

Byx Byy Bzy
Bzx Bzy −Bxx −Byy

 (2)

二阶磁梯度张量是一阶磁梯度张量 9个分量的

空间导数，拥有 27个分量。二阶磁梯度张量分量

同样具有对称性，可表示为

Sx =
∂G
∂x
=


Bxxx Bxyx Bxzx

Bxyx Byyx Byzx

Bxzx Byzx −Bxxx −Byyx

 (3)

Sy =
∂G
∂y
=


Bxyx Byyx Byzx

Byyx Byyy Byzy
Byzx Byzy −Bxyx −Byyy

 (4)

Sz =
∂G
∂z
=


Bxzx Byzx −Bxxx −Byyx

Byzx Byzy −Bxyx −Byyy

−Bxxx −Byyx −Bxyx −Byyy −Bxzx −Byzy


(5)

2    张量计算方法

阵列由 9个三轴磁场传感器构成，在平面形成

菱形排列，其结构如图 1所示。

一阶磁梯度张量可表示为
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图 1    磁梯度张量测量阵列
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G1 =



M3
x −M1

x

2d
M2

x −M4
x

2d
M3

z −M1
z

2d
M3

y −M1
y

2d

M2
y −M4

y

2d
M2

z −M4
z

2d

M3
z −M1

z
2d

M2
z −M4

z
2d

−M3
x −M1

x

2d
−

M2
y −M4

y

2d


(6)

j = x,y,z其中，2d为基线距离； ，代表笛卡尔坐标中

的三轴方向。

M1
j = (B2

j +B4
j +B5

j +B7
j )/4

M2
j = (B5

j +B7
j +B8

j +B9
j )/4

M3
j = (B3

j +B5
j +B6

j +B8
j )/4

M4
j = (B1

j +B2
j +B3

j +B5
j )/4

(7)

二阶磁梯度张量可表示为

S1
x =



B6
x −2B5

x +B4
x

4d2

B8
x −B3

x −B7
x +B2

x

4d2

B6
z −2B5

z +B4
z

4d2

B6
y −2B5

y +B4
y

4d2

B8
y −B3

y −B7
y +B2

y

4d2

B8
z −B3

z −B7
z +B2

z
4d2

B6
z −2B5

z +B4
z

4d2

B8
z −B3

z −B7
z +B2

z
4d2

−B6
x +2B5

x −B4
x −B8

y +B3
y +B7

y −B2
y

4d2


(8)

S1
y =



B8
x −B7

x −B3
x +B2

x

4d2

B9
x −2B5

x +B1
x

4d2

B8
z −B7

z −B3
z +B2

z
4d2

B8
y −B7

y −B3
y +B2

y

4d2

B9
y −2B5

y +B1
y

4d2

B9
z −2B5

z +B1
z

4d2

B8
z −B7

z −B3
z +B2

z
4d2

B9
z −2B5

z +B1
z

4d2

−B8
x +B7

x +B3
x −B2

x −B9
y +2B5

y −B1
y

4d2


(9)

S1
z =



B6
z −2B5

z +B4
z

4d2

B8
z −B7

z −B3
z +B2

z
4d2

−B6
x +2B5

x −B4
x −B8

y +B3
y +B7

y −B2
y

4d2

B8
z −B7

z −B3
z +B2

z
4d2

B9
z −2B5

z +B1
z

4d2

−B8
x +B7

x +B3
x −B2

x −B9
y +2B5

y −B1
y

4d2

−B6
x+2B5

x−B4
x−B8

y+B3
y+B7

y−B2
y

4d2

−B8
x+B7

x+B3
x−B2

x−B9
y+2B5

y−B1
y

4d2

−B6
z+4B5

z−B4
z−B9

z−B1
z

4d2


(10)

为更好地验证新阵列的有效性，引入十字形阵

列和六面体阵列，其结构如图 2所示。十字形阵列

的一阶磁梯度张量可表示为

G2 =



B4
x −B2

x

4d
B3

x −B5
x

4d
B4

z −B2
z

4d

B4
y −B2

y

4d

B3
y −B5

y

4d
B3

z −B5
z

4d

B4
z −B2

z
4d

B3
z −B5

z
4d

−B4
x −B2

x

4d
−

B3
y −B5

y

4d


(11)

十字形阵列无法计算完整二阶磁梯度张量，则

部分二阶磁梯度张量的计算公式为

S2
x =



B4
x +B2

x −2B1
x

4d2

B4
y +B2

y −2B1
y

4d2

B4
z +B2

z −2B1
z

4d2

B4
y +B2

y −2B1
y

4d2

B3
x +B5

x −2B1
x

4d2 ∗

B4
z +B2

z −2B1
z

4d2 ∗ −B4
x −B2

x +4B1
x −B3

x −B5
x

4d2


(12)
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图 2    传统阵列结构
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S2
y =



B4
y +B2

y −2B1
y

4d2

B3
x +B5

x −2B1
x

4d2 ∗

B3
x +B5

x −2B1
x

4d2

B3
y +B5

y −2B1
y

4d2

B3
z +B5

z −2B1
z

4d2

∗ B3
z +B5

z −2B1
z

4d2

−B4
y −B2

y +4B1
y −B3

y −B5
y

4d2


(13)

S2
z =



B4
z +B2

z −2B1
z

4d2 ∗ −B4
x −B2

x +4B1
x −B3

x −B5
x

4d2

∗ B3
z +B5

z −2B1
z

4d2

−B4
y −B2

y +4B1
y −B3

y −B5
y

4d2

−B4
x −B2

x +4B1
x −B3

x −B5
x

4d2

−B4
y −B2

y +4B1
y −B3

y −B5
y

4d2

−B4
z −B2

z +4B1
z −B3

z −B5
z

4d2


(14)

其中，*代表分量无法计算。同样的，六面体阵列的一阶磁梯度张量可表示为

G3 =



B4
x −B2

x

4d
B3

x −B5
x

4d
B6

x −B7
x

4d
B4

y −B2
y

4d

B3
y −B5

y

4d

B6
y −B7

y

4d
B4

z −B2
z

4d
B3

z −B5
z

4d
B6

z −B7
z

4d


(15)

S3
x S3

y

与十字形阵列相同，六面体阵列也只能计算部

分二阶磁梯度张量，其中 和 与十字形阵列的

S2
x S2

y S3
z和 相同， 可表示为

S3
z =



B4
z +B2

z −2B1
z

4d2 ∗ B6
x +B7

x −2B1
x

4d2

∗ B3
z +B5

z −2B1
z

4d2

B6
y +B7

y −2B1
y

4d2

−B4
x −B2

x +4B1
x −B3

x −B5
x

4d2

−B4
y −B2

y +4B1
y −B3

y −B5
y

4d2

B6
z +B7

z −2B1
z

4d2


(16)

3    一阶磁梯度张量测量精度研究

M = (−12500,12500,10000) A ·m2

2 m×2 m 1 m

0.05 m×0.05 m

d = 0.01 m

设置仿真条件为：磁源位置为坐标原点，磁矩

大小 。测量平面为

的正方形区域，测量高度为 ，每隔

作为一个测量点。阵列基线距离

，误差公式为

e =

∑∣∣∣(Gi j−a−Gi j−t)/Gi j−t
∣∣∣

9
×100% (17)

Gi j−a Gi j−t其中， 和 分别为一阶磁梯度张量测量值和

理论值。

3.1    Floater-Hormann 有理插值

[a,b]

在测量过程中，某些点会使式 (17)失去意义，

这些点被称为盲点。采用 Floater-Hormann有理插

值方法[15] 实现盲点的修正。区间 有离散点：
a = x0 < x1 < · · · < xn = b (18)

0 ⩽ d ⩽ n pi(i = 0,1, · · ·n−d) d+1

xi, xi+1, · · · xi+d

设 ， 为在 个节点

上的插值多项式，令：

r(x) =

n−d∑
i=0

γi(x)pi(x)

n−d∑
i=0

γi(x)

(19)

其中：

γi(x) =
(−1)i

(x− xi) · · · (x− xi+d)
(20)

r(x) p0, · · · , pn−d

pi

为多项式插值 的融合函数。将多

项式 写成拉格朗日形式：

pi(x) =
i+d∑
k=i

i+d∏
j=i, j,k

x− x j

xk − x j
f (xk) (21)

式 (19)的分子和分母可表示为
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n−d∑
i=0

γi(x)pi(x) =
n−d∑
i=0

(−1)i
i+d∑
k=i

1
x− xk

i+d∏
j=i, j,k

1
xk − x j

f (xk) =

n∑
k=0

ωk

x− xk
f (xk)

(22)
n−d∑
i=0

γi(x) =
n∑

k=0

ωk

x− xk
(23)

其中：

ωk = (−1)k−d
∑
i∈Jk

i+d∏
j=i, j,k

1∣∣∣xk − x j
∣∣∣ (24)

Jk = {i ∈ I : k−d ⩽ i ⩽ k} I = {0,1, · · · ,n−d}
d = 4

式中， ， 。本

文选用 进行有理插值，其权值系数为
|ωk | = 1,5,11,15,16,16, · · · ,16,16,15,11,5,1 (25)

3.2    地磁场背景（一阶）

设置地磁场磁感应磁强度 B=  （ 27  961.9,
−2 938.9, 46 792.8） nT。图 3为十字形阵列、六面

体阵列、提出阵列在地磁场背景下一阶磁梯度张量

的平均测量误差。由图可知，十字形阵列平均误差

为 0.25%，六面体阵列平均误差为 0.26%，而提出阵

列平均误差仅为 0.16%。综上所述，在地磁场背景

下，提出阵列相比于十字形阵列和六面体阵列的一

阶磁梯度张量测量精度更高。

3.3    噪声背景（一阶）

在实际检测中，测量信号中通常包含外界噪

声。为了更全面地研究提出阵列的有效性，在地磁

场背景下依次叠加噪声强度为 10，15，20，25，30，
35，40 dBW高斯白噪声，计算 3种阵列的一阶磁梯

度张量测量误差，其结果如图 4所示。可以看出，

随着噪声强度的增加，3种阵列的测量误差也逐渐

增加。在任何强度的噪声背景下，十字形阵列和六

面体阵列的平均误差相差很小，但提出阵列明显减

小。特别地，在最高强度 40 dBW情况下，提出阵列

的误差分别小于十字形阵列 17.5%和六面体阵列

12%。因此，提出阵列能够更加精确地测量噪声背

景下的一阶磁梯度张量。

4    二阶磁梯度张量测量精度研究

G′i jk−a

G′i jk−t

二阶磁梯度张量分量测量值 与理论值

间误差公式为

e =

∑∣∣∣(G′i jk−a−G′i jk−t)/G′i jk−t
∣∣∣

21
×100% (26)

Bxyz

根据式 (12)~式 (14)和式 (16)，十字形阵列和

六面体阵列无法测量 ，所以设置式 (26)的分母

为 21。
4.1    地磁场背景（二阶）

采用与 3.2节相同的仿真条件，计算地磁场背

景下 3种阵列的二阶磁梯度张量的平均测量误差，

其结果如图 5所示。可以看出，十字形和提出阵列

的平均误差分别为 0.180%和 0.185%，提出阵列的最

大误差为 0.173%。因此，提出阵列的二阶磁梯度张

量的测量精度相比于其他两种阵列有了进一步提高。
十字形阵列 六面体阵列 提出的阵列

0.00

0.05

0.10
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0.20
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0.30

误
差
/%

阵列结构
 

图 3    地磁场背景下 3 种阵列的一阶磁梯度张量测量误差

10 15 20 25 30 35 40

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

误
差

/%

功率/dBW

 十字形阵列
 六面体阵列
 提出的阵列

 

图 4    噪声背景下 3 种阵列的一阶磁梯度张量测量误差
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图 5    地磁场背景下 3 种阵列的二阶磁梯度张量测量误差
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4.2    噪声背景（二阶）

采用与 3.3节相同的仿真条件，计算不同强度

噪声背景下 3种阵列的二阶磁梯度张量测量误差，

其结果如图 6所示。可以看出，在任何强度的噪声

背景下，提出阵列的误差都要比十字形阵列和六面

体阵列的小。在噪声环境最复杂的情况（40 dBW）

下，提出阵列的平均误差分别小于十字形阵列

20.4%和六面体阵列 12.8%。同时，由于提出阵列

能够完整计算二阶张量各分量，因此更适合作为二

阶磁梯度张量的测量阵列。

5    应　用

5.1    定位原理

利用基于一阶及二阶磁梯度张量的磁源定位验

证提出阵列有效性。当磁源与测量点距离远大于磁

源尺寸的 2.5倍时，磁源可认为是磁偶极子。磁偶

极子定位[16] 可以表示为

r =


rx

ry

rz

 = −4



∂Bxx

∂i
∂Bxy

∂i
∂Bxz
∂i

∂Byx

∂ j
∂Byy

∂ j
∂Byz

∂ j
∂Bzx

∂k
∂Bzy

∂k
∂Bzz
∂k



−1 

∂Bx

∂i
∂By

∂ j
∂Bz
∂k


(27)

Bxyz

式 (27)为超定方程，可以通过最小二乘法求

解。考虑只有提出阵列能够测量 ，所以十字形

阵列和六面体阵列的定位公式可简化为

r =
[ rxryrz

]
= −4

 Bxxx Bxyx Bxzx
Byxy Byyy Byzy
Bzxz Bzyz Bzzz

−1 [ Bxx
Byy
Bzz

]
(28)

5.2    结果与讨论

M = (−12 500,12 500,10 000) A ·m2

1 m

设 置 磁 源 位 置 为 坐 标 原 点 ， 磁 矩 大 小

。 测 量 平 面 为

10 m×10 m 的正方形区域，测量高度为 ，每隔

0.1 m×0.1 m

d = 0.01 m

作为一个测量点。阵列基线距离

。定位误差可表示为

e =
√∑

(Lmi−Lti)2 (29)

Lmi Lti其中， 和 分别为测量与实际的磁源位置。

1）地磁场背景

设置地磁场背景同 3.2节一致，计算地磁场背

景下 3种阵列的定位误差。由于提出阵列的平均误

差远小于其他两个阵列，所以对平均误差进行对数

并取反运算，结果如图 7所示。优化后误差越大代

表实际定位误差越小。可以看出，3种阵列优化后

的平均误差分别为−0.361 6 m、−0.352 8 m、9.250 8 m。

因此，在地磁场背景下提出阵列的定位精度高于其

他两种阵列。

2）噪声背景

设置噪声背景与 3.3节相同。噪声背景下 3种

阵列的定位误差如图 8所示。可以看出，在不同噪

声环境下，提出阵列的定位误差比其他两种阵列的

误差小。在最高强度 40 dBW的情况下，提出阵列

的平均定位误差分别小于十字形阵列 25.1%和六

面体阵列 26%。相比于十字形阵列和六面体阵列，
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图 6    噪声背景下 3 种阵列的二阶磁梯度张量的测量误差
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图 7    地磁场背景下 3 种阵列的定位误差
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图 8    噪声背景下 3 种阵列的定位误差
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由于提出阵列能够完整测量二阶磁梯度张量，因此

能够完成更加精确的磁源定位。

6    结束语

本文提出一种传感器阵列用于测量多阶磁梯度

张量。根据磁梯度张量性质，提出了一阶及二阶磁

梯度张量计算方法。采用 Floater-Hormann有理插

值完成盲点修正，通过仿真得到了如下结论：

1）在地磁场及不同强度噪声的背景场下，提出

阵列的一阶磁梯度张量平均测量误差小于十字形阵

列和六面体阵列。

2）提出阵列相比于十字形阵列和六面体阵列

在完整性及测量精度方面更适合作为二阶磁梯度张

量的测量阵列。

3）在不同背景场下的磁源定位的应用中，提出

阵列的位置反演误差相比于十字形阵列和六面体阵

列小，也证明了提出阵列能够完成高精度的多阶磁

梯度张量测量。
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